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分，现代数学理论还很少，近世代数也才刚刚出
现不久。

从上世纪 30 年代到 50 年代，法国数学家团
体布尔巴基学派提出数学是关于“结构”的学问。
当时经过第一次世界大战，法国数学家损失大半，
剩下的也大多不再具有朝气。这些年轻的数学家
觉得数学要毁在他们手上了，于是想要建立新的
数学学派，便开始写书、写现代的数学教材。他
们认为纯粹数学主要研究三种结构 ：关于连续性
的拓扑结构、关于代数运算的代数结构、关于大
小关系的序结构。因为很多自然现象是连续的，
比如水和时间的流动，这就是为什么我们要研究
连续函数，拓扑结构是专门研究连续性的数学概
念。因为数学跟运算有关系，所以也要研究运算
的代数结构。大小关系的序结构就比较好理解，
比如实数 1 和 3 可以比较大小，这就叫序结构。
布尔巴基学派在世界上影响很大，所以当时对数
学的定义就发生了转变。

但是当代数学早已在研究更广泛的概念。上
世纪下半叶美国的数学家们称雄数学界，他们为
90 年代写了一份关于当代数学的报告，提出“数
学是关于模式的科学”。因为数学研究的是抽象的
事物，不考虑具体的内容。比如 1+2=3 是抽象的
概念，在日常生活里，早上吃了一个苹果，下午
吃了两个苹果，今天一共吃了三个苹果，才有了
现实意义。数学把这些共性找出来，抽象化地研
究它们的关系、性质等。所以数学是模式的制造者。
这是目前基本最被普遍认可的定义。但是数学研
究越来越抽象，今后还有新的数学出现，数学也
会随之产生更具概括性的定义。

混沌的情形也类似。它的数学概念首次由
李天岩和约克在《周期三意味着混沌》（Period 
Three Implies Chaos）中进行了定义。实际上，
那篇仅 8 页的短文并没有按教科书的形式给出混
沌的正式定义。它仅仅对具有“周期三点”的那

2009 年，物理学家、数学家弗里曼·戴森在《美
国数学会会刊》中发表了一篇著名讲稿，题为《鸟
与青蛙》。这本是他为爱因斯坦狭义相对论发表
一百周年的讲座准备的。在这篇文章中他描述了
两类数学家 ：俯瞰广袤数学远景的鸟和探索特定
问题细节的青蛙。并沿着 17 世纪以来数学的发展
历史，历数了在他看来属于这两类的伟大数学家。
当进入到混沌理论的篇章时，他写道 ：“在混沌领
域里，我仅知道一条有严格证明的定理，是 1975
年由李天岩和詹姆斯 · 约克（James Yorke）在他
们题为《周期三意味着混沌》的短文中证明的。李－
约克论文是数学文献中不朽的珍品之一。”

出生于福建省的美籍数学家李天岩（1945 年
6 月 28 日—2020 年 6 月 25 日），是密歇根州立大
学的杰出数学教授，1995 年曾获得古根海姆奖。
丁玖教授是他的学生，任职于南密西西比大学数
学系。在本刊的采访中，丁玖向我们讲述了李－
约克定理被证明的故事，以及如何从数学的角度
理解混沌的概念等问题。

从数学角度来看，什么是混沌？
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Ļ这不奇怪。许多在某个学科工作的学ࣸר
者都不知道这门学科的“定义”，很可能是因为它
本身无法精确定义。最简单的例子就是数学，迄
今为止都没有一个关于“数学”的普遍定义。19
世纪恩格斯给出了一个定义 ：数学是关于数量关
系和空间形式的学科。数量关系讲的是代数，空
间形式指的是几何。当时的高等数学主要是微积

混沌，依然是摆在数学家面前的难题。

——专访南密西西比大学数学系教授丁玖
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类连续函数，证明出了一个出乎意料的结论 ：比
全体自然数还要多的“初始点”，从它们各自的位
置出发进行迭代，所产生的无穷点列，其最终走
向是无法预测、乱七八糟的状态。于是他们提出
了混沌的概念，第一次给出了“混沌”这个数学
术语。

这篇文章引领了学术界探索混沌的热潮。在
数 学 界， 关 于 混 沌 的 正 式 定 义 从 上 个 世 纪 80
年 代 开 始 出 现 在 标 准 教 科 书 中， 比 如 波 士 顿
大 学 数 学 教 授 罗 伯 特 · 卢 克 · 德 瓦 尼（Robert 
Luke Devaney） 的 名 著《 混 沌 动 力 系 统 引
论 》（Introduction to Chaotic Dynamical 
Systems）。数学家们用三个条件定义了混沌 ：对
初始条件的敏感性、拓扑传递性、周期点处处稠密。
但这也不是人人接受的混沌的终极定义。

作为一种自然现象以及数学奇观，混沌可以
通过不同角度来研究和刻画，如“对初始条件的
敏感性”“最终性态的不可预测性”“具有正的李
雅普诺夫指数”“具有绝对连续的不变密度”等。
数学界认为混沌是非线性科学中无处不在的现象，
研究它的数学理论及其应用十分重要，但对混沌
是否存在一种普适定义，他们基本不关心，因为
这不重要。
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Ļ非线性分析创始人之一的乌拉姆说过ࣸר
句俏皮话 ：“把混沌研究称之为‘非线性分析’，
就好比是把动物学说成是‘非大象一类动物的研
究’”。动力系统其实是一个很大的领域，随时间变
化的任何事物都可以称为动力系统。动力系统通
常分为两类 ：连续动力系统和离散动力系统。比
如大学学习的微分方程，能够解释时间的连续变
量，即是连续动力系统。离散动力系统则是在一
系列不连续的时间点上考察系统的状态，通过离
散时间量转化为一系列与自然数有关的函数迭代。
函数迭代是什么？打个比方，计算器上有个平方
键，你输入 2，然后进行平方，得到 4，再按平方键，
得到 16……以此类推，反复地把函数值放回函数
里进行计算，这个过程叫作迭代。李天岩和约克
的那篇文章讨论的就是关于迭代函数的问题。

混沌和离散动力系统又有什么关系？仍然回
到刚才初始点为 2 的计算中，从 2 的平方到 4，4
的平方到 16，16 的平方到 256……这样不断迭代
下去，得到的数值会越来越大，在这个迭代点所
组成的无穷数列中，可以预测到最后的结果趋向
于正无穷。如果我们把这个初始点换作 0.1，同样
可以预测最后的结果趋向于 0。但所谓的混沌是，
当你取了一个初始点进行类似的迭代函数的运算
后，得到的迭代点的数列，最终走向无法预测，
这就是混沌。

数学家李天岩

数学家丁玖
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Ļ对，不是所有的离散动力系统都有混ࣸר
沌。让我们来仔细看看李－约克定理。李天岩和
约克的文章《周期三意味着混沌》证明了，如果
一个连续函数 f 存在周期为 3 的点，那么 ：首先，
对于任意一个自然数，存在一个点，是这个函数
周期为 n 的周期点 ；其次，存在一个由不可数个
点组成的集合，这些点都不是 f 的周期点，但从
它们中的任一个点出发开始一次又一次不停歇地
迭代函数 f，得到的迭代点无穷点列，其最终的走

向是不可预测的。
如何理解？首先，什么是函数周期点的周期？

让我们来看一个简单的线性函数 f（x）=-x。当
x=1，第一次计算得到 -1，将 -1 代入第二次计算
又回到了 1，所以 1 是这个函数的一个周期为 2
的周期点。当 x=0 时，它的周期是 1，0 因此被称
为这个函数的不动点。f（x）=-x 的每一个非 0 点
都是周期为二的点。线性函数不存在周期为三的
点，这很好证明，但对于包括二次多项式函数在
内的很多非线性函数，都存在周期三点。

那么如果对于连续函数 f，0.5 是它的一个周

任何不同系统都可以用数学中的公式和方程来表示，但混沌理论的情况要复杂得多

洛伦茨吸引子的神秘蝴蝶形状，是最著名的“奇异吸引子”之一

（站
酷海

洛 供
图）

（站
酷海

洛 供
图）
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期为三的点，可能第一次迭代到 0.8，第二次迭代
到 0.9，第三次迭代又回到 0.5。但 0.65、0.55 就
不一定是它周期为三的点。李－约克定理说明了
这么一个令人惊讶的第一个结果。对于具有周期
三点的函数 f，随便取一个自然数，比如 10000，
在这个函数的定义域里面总可以找一个点，迭代
10000 次后又回到初始点。但这种最终性态仍然
是可以预测的，因为它反复迭代 10000 次后又会
周而复始。所以李－约克定理的第二个结论更关
键，并且与混沌有关。

大家都学过，自然数可数，实数不可数。由
于周期必须为自然数，所以所有这些周期点加起
来肯定与自然数一样多，是可数的。那么在这些
可数的周期点范围以外，肯定能找到更多不可数、
和所有无理数一样多的初始点，从这些点出发迭
代同一个连续函数，无论迭代多少次都不会回到
第一个点，这些迭代点组成的数列，里面的数值
总是互不相同，最终的走向乱七八糟，这就是混沌。

解决“蝴蝶效应”的数学证明
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Ļ洛伦茨分别在达特茅斯学院、哈佛大ࣸר
学取得了他的本科和硕士学位，两个学位都是数
学学位。所以作为气象学家，他的数学功底很不
错。1961 年，当时他在麻省理工学院教授气象学，
试图利用当时还很简易的计算机从事天气预报的
数值研究。因为现实情况下天气预报的微分方程
很复杂，他为了把问题简化，用了三个常微分方
程，通过计算机进行数值计算，并称之为“toy 
weather forecast”（玩具天气预报）。

这个微分方程组构成连续动力系统，因为它
得出依赖于时间的连续函数，时间总是连续变化
的。所以这个微分方程的解作为时间的函数，起
始于某些点的图像是一条三维空间里的燕尾蝶曲
线。但这些解曲线在空间里走来走去，不知道最

后走到哪里，无法预测它们的未来。
1972 年，同在马里兰大学流体力学与应用

数学研究所工作的气象学家艾伦 · 法勒（Allen 
Faller），将洛伦茨包括这篇《确定性非周期流》
在内的四篇与天气预报模型有关的学术论文给了
约克，说这些论文数学味很浓，一般的气象学家
不一定读得懂，但可能对数学家的胃口。当时约
克读了这些文章后，非常感兴趣，他考虑可以把
这个连续动力系统转化成离散动力系统来分析。
这是动力系统研究里的一条思路，最早由被誉为

“混沌之祖”的法国数学家亨利 · 庞加莱提出。因
为洛伦茨的这个微分方程组解的最终性态不可预
测，约克便把这个微分方程的问题简化变成函数
迭代问题，并猜想相应的函数有一个周期为三的
点存在时，便会有混沌的现象出现。

约克是位非常具有原创性的数学家，他的学
生评价他“不一定比他的学生知道的定理多，但
是那无妨，因为他能创造定理”。尽管有了这么个
猜想，但约克自己没有证明，他把这个证明交给
了李天岩。从台湾清华大学数学系毕业的李天岩，
微积分功底很深。李教授曾跟我讲，当初刚从台
湾到马里兰大学时，约克看到他的成绩单吓了一
跳，觉得他在台湾学了很多高深的数学。但李教
授始终认为他是到美国后才跟约克学会了怎样做
数学研究。花费两个礼拜，李天岩真的把约克的
猜想证明出来了。

文章出来以后他们马上投稿给《美国数学月
刊》，这是在全世界读者人数最多的数学期刊。但
文章很快被退了回来，编辑说 ：“你们这篇文章写
得太深了，我们这个杂志的主要读者是大学生。”
但又补充道 ：“如果你们还是想投稿我们杂志的话，
请改到大学生能看懂的地步。”当时他们还没意识
到这篇文章真正的潜在意义，加上又很忙，文章
被搁置了一年都没处理。

1974 年 5 月底，当时最有名的科学家之一罗
伯特 · 梅被邀请来马里兰大学数学系做了一个礼
拜的报告。罗伯特 · 梅是位跨界的科学家，当时
是普林斯顿大学动物学的教授。最后一场报告里，
他用很简单的二次多项式函数 Sr（x）=rx（1-x），
也就是著名的“逻辑斯蒂模型”来研究种群个数
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随时间变化的走向。但他无法解释当 r 取某些 3
和 4 之间的值时，函数迭代数列出现的复杂情景。
报告结束后，约克送他去机场，路上把《周期三
意味着混沌》拿给他看。梅恍然大悟，并在随后
的夏季赴欧访问时，到处宣传李－约克定理。而
送完梅的约克回到办公室后，立刻与李天岩一起
着手修改了这篇文章。约克发现了这篇文章真正
的价值，它可以解释种群动力学的迭代问题，并
且对气象学也有帮助，解释了洛伦茨的发现，即
长期天气预报是不可能的。所以两周后，文章改好，
三个月后被《美国数学月刊》接受，并于第二年
12 月发表。论文本身的成功加上梅的宣传，李天
岩和约克很快在学术界成名。

历史上的数学家与混沌理论
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Ļ其他比如工程学、生物学等学科确实ࣸר
都观察到一些奇怪的现象，但都没有给予一个“混
沌”的定义。他们把这些现象作为观察结果写成
论文发表，但往往无法证明，因为这些数学证明
太难了。

比如现在和混沌一样有名的概念“分形”。分
形的创始人本华 · 曼德博写过一篇著名的文章《英
国的海岸线有多长》。他的结论是无穷长，这与人
们的直观感受相违背，英国的海岸线怎么可能是
无穷长呢？在多数人看来，英国是一个小国家，
地理位置有限，不可能是无穷长。但他认为，由
于英国的海岸线是一种分形，所以是无穷长的。
但分形里很多观察，都无法从数学上进行严格证
明。

事实上，一百多年前像拉普拉斯、庞加莱这
些法国大数学家，他们在研究时也发现过对初始
条件的敏感性这个问题。对初始条件有极度的敏
感性，意指即便初始条件存在一个很小的误差，
最后的结果也可能产生越来越大的误差，这就是
混沌，它与未来不可预测是等价的说法。拉普拉斯、

庞加莱等人都发现过这个现象，但他们没有把它
作为一个有重大意义的数学术语提出。

著名的数学家、物理学家弗里曼 · 戴森的演
讲稿《鸟与青蛙》很有名，他在其中提到自己年
轻时候的经历。20 来岁他在剑桥大学念大学时，
听了场女数学家玛丽 · 卡特赖特的报告。卡特赖特
是伦敦皇家学会的第一位女性数学院士，也是著
名数学家戈弗雷 · 哈罗德 · 哈代的博士生。报告中
卡特赖特讲述了她在“二战”时期帮英国军方解
决的一个问题，当时英国的一些军工产品出现了
故障、噪音，他们不得其解，便请卡特赖特来帮
他们分析，在这个过程中，她也发现了相关微分
方程的解对初始条件有极度敏感性的问题。戴森
在文章中责备自己当时的确没有像鸟一样的眼光，
没有注意这个问题，没有对它发生兴趣，失去了
很大的机会。

所以约克和李天岩的机遇很好，他们的工作
是基于洛伦茨的工作，把洛伦茨的观察发现数学
化，用严格的数学予以了证明。其实当时法勒给
系里很多人的信箱里都放了洛伦茨的这篇论文，
但其他人都没太深入考虑这个问题。约克看了后
很感兴趣，又把这个文章复印了好多份给全美国
到处寄，他也寄给了拿过菲尔兹奖的数学家斯蒂
芬 · 斯梅尔。他寄给斯梅尔的复印件里写上了自
己的地址、电话等信息。斯梅尔又把它重新复印，
给自己所在的伯克利大学数学系印发了十来份。
所以人家都以为是约克发现了洛伦茨，但其实是
法勒发现了他。这是个蛮有趣的小故事。很多人
做研究一个要有机遇，还有一个要有眼光。

自然科学经常是新的理论取代老的理论，但
通过严格数学证明的数学理论是永远正确的，就
像勾股定理一样。数学的新理论总是基于旧的理
论基础一步步地发展，但旧的理论仍然正确。这
也是为什么戴森在《鸟与青蛙》中表示 ：“在混沌
领域里面，我仅知道一条有严格证明的定理，是
1975 年由李天岩和詹姆斯 · 约克在他们题为《周
期三意味着混沌》的短文中证明的。”
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Ļ1887ࣸר 年，为了庆祝自己的 60 岁，瑞
典国王奥斯卡二世通过哥斯塔 · 米塔 - 列夫勒悬赏
解决当时普遍认为重要的问题。米塔 - 列夫勒是当
时瑞典领头的数学家，传说中因为抢了诺贝尔的
女朋友，诺贝尔才不设置数学奖。这些问题中有
个征求解答太阳系稳定性的问题，因为当时不知
道太阳、月亮和地球这三个天体运动会不会产生
不稳定性，最终会不会撞起来，想试图叫人来竞
争回答这个问题，看看未来的情况。这是三体问
题的一个变种。

庞加莱应征了这个问题，并拿到了奖金。但
这个问题他最开始其实做错了。当他准备文章的
出版时，一位年轻的数学家在负责校对的过程中
发现有几个定理的证明有漏洞，便向他提了出来。
庞加莱既有优点也有缺点，优点是他是创造性的
数学家，想法特别多，开创了好几个学科，但他
的缺点是经常证明不够完全。庞加莱仔细地思考
了这个问题，试图把证明补全，这个过程里他发
现有些地方搞错了，最开始他以为这个微分方程
系统里不存在同宿点，但实际上有同宿点存在。
这是一个关键的发现，让他理解到在某些区域里
面它的解的最终性态是不可预测的，也就是这个
解对初始点有极度的敏感性。

他把这个发现写下来了，但是没有用专门术
语或者继续深入研究，反而因为发现了这些错误，
把已经印好的初稿全部销毁。但在对这个问题解
答进行修改的过程中，他创造了两门学科 ：一个
是微分方程的定性理论，也就是动力系统 ；另一
个他实际上也创造了拓扑学，但当时他把它称为
位置分析。

ೠ৻഻ࠋᇣॄĻൔࡅഐ{ᇣఁೠၱໍሪࠉᚯ|

၁Ьಲແ൦໱ॠযග࿘ࡍ೴ज़ڗබࠖ � �� ୕฼ԣ

බڗৠ֭ำඁ౮ঋĭ໩ॉ֦୎ᅃณ֦ĭ೴ज़ׯ֭

ࠖແග࿘ؿග࿘֭ৠ୙ĭಗიࠉᚯ׶৷༪๬֭ه

ᅢ໵ܹhᆋछߍᅀુৠࢻŀ

Ļ李－约克定理于ࣸר 1975 年正式发表，它
有两个结论。1964 年，乌克兰数学家沙可夫斯基
用俄文在乌克兰的数学杂志上发表了一篇关于连
续函数周期点问题的文章。但当时正值美苏冷战
期间，李天岩和约克并没有看到这篇文章。所以
这个故事还有段小插曲，约克出名后，有次到欧
洲参加会议，一个人突然跑上来要找他谈话，这
个人就是沙可夫斯基。沙可夫斯基告诉他 ：“你的
定理是我的定理的特殊情况，并且我的结论比你
的更具有一般性。”约克请他把文章寄给自己，大
约两个月收到文章，一看果然不错，李－约克定

BBC 曾拍摄过一部纪录片《神秘的混沌理论》，试图利用混沌的数学讲述宇宙如何以及为什么创造出了精致的秩序和模式
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理的第一个结论是沙可夫斯基定理的一个特殊情
况。

沙可夫斯基定理作为一个数学定理，非常漂
亮，在讨论周期点的存在性问题上更广，但它通
篇没有讲到未来不可预测这种情况，和混沌无关，
没有蕴含任何的混沌思想，所以在混沌学里几乎
没什么地位。而李－约克定理的第二部分是从第
一部分的结论进一步推导出，很自然地由有序走
向混沌，开创了混沌研究的新纪元。

与混沌有关的未来数学任务
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”Ļ混沌通常与“初始误差呈指数式增长ࣸר
的行为相关。在现实中，指数式增长意味着极其
快速的增长，在坏的情况下会导致可怕的结果，
如疫情中感染人数的指数式增长。我想戴森所说
的弱混沌，意思是它的不规则程度没那么强、那
么大。

在力学里，一列兵士在经过一座桥时，如果
步伐太一致可能会引起振幅越来越大的共振现象
而导致桥倒塌。但弱混沌确保了混沌运动保持有
界而不会产生猛烈变化的不稳定性，这也是为什
么天体虽然存在混沌现象，因而它的轨道经常有
小的摆动，但没有大到致使星体碰撞、宇宙毁灭。
蝴蝶效应也是如此，蝴蝶扑闪一下翅膀会造成两
个礼拜后另一个地区的暴雪，好像是部灾难片，
但最后也不会让广东出现 -30℃的严寒。弱混沌对
于我们是好事，说明大自然还是仁慈的。

科学家们在许多物理模型中发现了弱混沌的
现象，但它依然是摆在数学家面前的难题，这是
戴森生前向年轻数学家提出的挑战。
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Ļ遍历理论通俗地说，是用概率统计ࣸר
的观点看混沌的动力系统。李天岩和约克均成名
于动力系统领域，但他们在遍历理论和数值分析
领域也有开创性贡献。李天岩一生有三大数学贡
献——1975 年与约克首次在数学上形成混沌概念、
1976 年对“乌拉姆猜想”一维情况下的证明，同
年与凯洛格（R. B. Kellogg）及约克开辟了现代
同伦延拓算法研究的领域。

乌拉姆猜想是遍历理论里面的一个猜想。波
兰犹太裔数学家斯塔尼斯拉夫 · 乌拉姆是美国氢弹
之父，也是冯 · 诺伊曼的好朋友，他 1960 年写了
本书《数学问题集》，里面全是各种数学思想。他
在书里提出了一种算法来计算用统计观点和算子
方法研究混沌动力系统的“不变概率密度函数”，
但他没有证明他提出的所谓“乌拉姆方法”的收
敛性。

我的博士学位及后来持续 30 年的主要研究，
是基于李天岩 1976 关于乌拉姆猜想工作的继续和
发展，1996 年我与中科院计算数学研究所的周爱
辉博士（现为该所所长）曾共同证明了在高维度
情况下的乌拉姆猜想。但乌拉姆猜想与周期三的
问题无关。因为周期三讲的是确定性意义下关于
迭代点轨道的未来不可预知性的混沌，而遍历理
论研究的混沌在概率统计的意义下具有正规性态。

计算遍历理论属于遍历理论，但更偏向于研
究算法，就是如何计算与混沌有关的一些统计量。
一般情况下，如果对连续动力系统求解微分方程，
也就是研究解的曲线，即曲线最后的走向，这可
能出现混沌现象。但遍历理论是从另外一个角度
研究这种不可预测性，不管最终形态是不是可预
知的，我仍然可以得到最终性态的统计规律。因
为从概率统学的观点来看，尽管初始点的误差对
轨道最后性态的改变很大，但是作为统计量之一
的轨道点，进入某个子区域的“频度”是不改变的。
也就是确定性意义下的混沌，在统计的意义下往
往是正规、不具有混沌性的。这就是我所在领域
的基本思想。

这是为什么数学领域非常丰富多彩的原因，
因为现在数学家们都在通过不同角度来研究一个
问题的不同方面。


